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Uvod k priaci

Cilem prace bylo vytvofit internetové stranky, které studentiim stfednich $kol
poskytnou uvod do teorie grafii a ukdzi nejzndméjs$i problémy spolu s praktickym

vyuzitim (naptiklad: hledani nejkratsi cesty v grafu, minimalni kostry apod.).

Do prace byly vybrdny i problémy z riznych obord (mj. souvislost definice
stromui a chemickych vzorcl alkanii) pro poukdzani na piesahy matematiky do jinych
oblasti. Kromé& toho také prace nabidne matematicky zdklad pro teorii grafii pfi jejim
vyuZziti na seminafi (nejcastéji v kombinatorice) ¢i vyuce programovani. Vhodnd miize
byt také pro samostudium feSiteliim tuloh z koresponden¢nich seminditc Matematicko-
fyzikalni fakulty.

Praci ve formé webovych stranek naleznete na pfiloZzeném CD.

Na hlavni stranku Mapa webu Tisk

L I [

Be. prace, MFF UK

TEORIE GRAFU

Vybrané problémy z teorie grafil ve vyuce na stiedni Skole

Vitejte na webovych strankach poskytujici zakladni Gvod do teorie grafl. Primarnim cilem je poskytnout viechny
zakladni informace a popisy algoritmi pro vyuZiti napf. na matematickém seminafi nebo ve vjuce
programovani na stiednich 3koldch, uitené mohou byt ale i pro studenty V5. Diraz je viak kladen spi%e na co

nejjednodulsi popis “principu fungovéni® ne? na matematické dlikazy spréavnosti algoritmi apod

1. Uvod

Vyu#iti grafii, Historie teorie grafi

2. Zakladni pojmy
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1. Uvod Kk teorii grafi

Co jsou grafy?

Jesté pred matematickou definici grafu je vhodné si fict, co grafy jsou a k ¢emu
se vyuzivaji. Grafl rozezndvame celou fadu typtli, v tomto textu ndm vsSak nepiijde o

grafy vyuZivané ve statistice (sloupcovy, kold¢ovy...), ani o grafy funkci.

Grafy si miiZeme ptedstavit jako zjednoduseni redlného svéta, kde studovany
problém znizornime pomoci bodli a Car, které je spojuji, a tim popisuji vlastnosti
daného problému. Takovym bodiim pak v teorii grafi fikdme vrcholy grafu a cary,

které je spojuji, nazyvdme hrany grafu.

Piiklad 1: mésta na mapé
Jednim z typickych problému teorie grafti je hledani nejkratsi cesty.

Predstavme si, Ze chceme zjistit nejkrat$i cestu mezi vybranymi meésty (pro

zjednoduseni jsou na obrazku €. 2.28 jen Ctyfi mésta).

Jedind vlastnost, kterd nds bude zajimat, je vzddlenost mezi mésty (vzdalenost =
délka cesty, kterou bychom museli ujet po silnici). Jako vrcholy tedy pouZijeme mésta;
hrany pak budou popisovat, Ze mezi mésty existuje cesta a jak je dlouhd. Pfitom
zanedbavame dalsi, v tuto chvili zbytecné informace - z kolika rtiznych silnic se cesta
sklad4, jakého jsou tvaru nebo napiiklad zemépisnd poloha mést (sever, jih...). Jediné
informace, které pak algoritmus (zjednoduSen¢: postup feSeni problému) vyuZije, budou

¢isla na hranéch spojujicich mésta (vzdalenosti mezi mésty).

Podrobné;ji se k této tloze vratime v kapitole 2.



Kladno

Znazornéni vzdilenosti mezi mésty pomoci grafu [10] - obrazek z Kapitoly 2, 2.28

Ptiklad 2: kamaradi
Nésledujici problém ukazuje moznosti popisu rozli¢nych situaci pomoci grafi.

M¢gjme ctyfi kamarddy: Annu, Petra, Honzu a Viclava. Pomoci grafu
znazornime, kdo koho znd (kdo s kym kamaradi). Znalosti grafti 1ze pak jednoduseji
dokazovat razné souvislosti - podobnou dlohu z matematické olympiddy si muiZete

vyzkouset v kapitole 4.

Obr. ¢. 1.1 - Kamaradi

Ptiklad 3: stromy

Stromy jsou zvlaStnim typem grafi Casto pouzivanym v informatice (vice se o
stromech doctete v kapitole 2). Pomoci vhodné navrzeného stromu lze napf. jednoduse;ji

vyhledavat ¢i tiidit ¢isla - ptiklad: bindrni vyhleddvdci strom.



Bindrni vyhleddvaci strom - obrazek z Kapitoly 2, 2.30



Historie teorie grafl

18. stoleti - Eulerova tloha / Sedm mosti mésta Konigsbergu

Za zakladatele teorie grafii je povazovin Leonhard Euler (1707-1783), ktery

roku 1736 publikoval feseni piikladu Sedmi mosti mésta Konigsbergu (Krilovce).

Zadani ulohy znélo, zda je mozné projit kazdym mostem ve mésté praveé jednou

a vratit se zpét do pivodniho mista.

Obr. €. 1.2 - Sedm mostil mésta Konigsbergu

Prevedeni situace na graf provedl Euler tak, Ze si kazdy bfeh predstavil jako

vrchol a kazdy most pouzil jako hranu, kterd biehy spojuje. Matematicky dokézal, Ze

M v

uloha nenf feSitelnd. Vice o problému jednotaZek naleznete v kapitole 3.

Obr. €. 1.3 - Sedm mostll mésta Konigsbergu — zndzornéni pomoci grafu

10



19. stoleti - fyzika a chemie

Grafy pak zustdvaly pfes sto let na okraji zajmu matematiki - vratili se k nim az
roku 1847 Gustav Kirchhoff (1824-1887), kdyz se zabyval vypoltem prouda
v elektrickych sitich pomoci poctu koster grafu, a 1857 Arthur Cayley (1821-1895),
ktery pomoci grafii zjiStoval pocty riznych uskupeni molekul alkanli (vice o problému

v kapitole 3).

V roce 1857 vymyslel sir William Hamilton (1805-1865) hru, jejimz tkolem
bylo pospojovat vSechny vrcholy pravidelného dvanéctisténu tak, aby byl kazdy vrchol
pouzit pravé jednou (viz obrazek ¢. 1.4) - podle toho vznikl pojem hamiltonovska
kruznice, jako kruznice, kterd projde praveé jednou vSemi vrcholy grafu (pojem kruznice
je vysvétlen v kapitole 2). Hra byla pojmenovdna The Icosian Game (icosian =

dvacitkovy; dvandctistén ma dvacet vrcholl).

Obr. €. 1.4 - Jedno z moZnych teSeni The Icosian Game - [2]

znéla, zda-1li je moZné kaZzdou mapu obarvit pomoci Ctyf barev tak, aby sousedni stity
m¢ély riizné barvy (vice o zadani a feSeni problému se doctete v kapitole 3), ktery byl

kompletné vyfesen az roku 1976.

11



Obr. €. 1.5 - Obarveni mapy ¢tyfmi barvami

20. stoleti u nas

Ve 20. stoleti dochdzelo k velkému rozvoji teorie grafti. Vyznamnych poznatkt
bylo dosaZeno i v Ceskoslovensku. V roce 1926 publikoval Otakar Boriivka (1899-
1995) sviij algoritmus pro nalezeni minimdlni kostry. Tento problém mél prakticky
divod - co nejvyhodnéjsi vystavbu elektrickych siti. Stejny problém vyftesil (jinym

algoritmem) roku 1930 také Vojtéch Jarnik (1897-1970).

12



2. Zakladni pojmy
Matematickd definice grafu

Definice

Jak uZ bylo naznaceno v tvodu, grafy jsou vhodnym prostiedkem pro popis
situaci, které lze znazornit pomoci kone¢ného mnozstvi bodi a vztahti mezi nimi

zndzornénymi pomoci hran.

Samotny graf G je definovan jako dvojice téchto dvou mnozin - vrcholt (V) a hran

(E).
Nékdy také misto dvojice mluvime o usporadané dvojici — myslime tim, Ze na prvnim
misté jsou uvedeny vrcholy a na druhém hrany. Zkratky V a E pochézeji z anglictiny -

vrcholy jsou anglicky VERTICES, hrany EDGES.

G=(V.E)

V dalsich definicich pouzivime oznaceni V(G) a E(G) pro mnoZinu vrchold V (resp.

mnoZinu hran E) grafu G.

Znaceni

V ... mnozina vrcholu
IVI ... velikost mnoziny vrchold, tedy pocet vrcholt (Cislo)
E ... mnoZina hran

[El ... velikost mnozZiny hran, tedy pocet hran (¢islo)

Disledky

Mnozina hran E je podmnoZinou mnoZiny vSech moznych dvojic navzdjem riznych

vrcholll — neptipoustime tedy ,,ndsobné* hrany ani ,,smycky*.

Ec
—1 2

Hran muze byt v grafu (IEl) maximalné tolik jako v ptipad¢, kdyby byly kazdé dva

vrcholy grafu byly spojené hranou.

13
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|E|= 22

Poznamka

V této préci se budeme zabyvat grafy, kde jsou kazdé dva vrcholy spojené
nanejvys jednou hranou. V piipad¢, Ze jsou dva vrcholy spojené vét§im mnozstvim
hran, hovoiime o takzvanych nasobnych hranach. Takovym grafim pak fikame

multigrafy.

=

Obr. ¢. 2.1 - Ptiklad ndsobnych hran

Podobné také nebudeme piipoustet grafy obsahujici smy¢€ky - hrany spojujici

jeden vrchol sam se sebou.

Obr. ¢. 2.2 - Ptiklad smycky v grafu

14



Uplny graf

Popis

Uplny graf je takovy graf, ve kterém jsou kazdé dva vrcholy spojené hranou.

'EFEZU

Uplné grafy znaéime K, kde n je podet vrchol.

V tvodnim ptikladu (obr. 1.1) by dplnému grafu odpovidala skupina lidi, kde se zn&

kazdy s kazdym.

Ptiklady dplnych graft

— A X &

Kz Kg |‘:4 KS KE

Obr. €. 2.3 - Priklady dplnych graft

15



Bipartitni graf

Popis

Bipartitni graf je takovy graf, jehoZ mnoZinu vrcholu lze rozdélit na dvé casti,
pricemz z kazdého vrcholu jedné ¢asti jde hrana pouze do vrcholit druhé ¢asti a naopak.
Pokud jde z kazdého vrcholu jedné casti hrana do kazdého vrcholu druhé casti,

mluvime o dplném bipartitnim grafu.

prvhl cast

druhi Cast

Obr. €. 2.4 - Bipartitni graf - ilustrace

Podobné jako se tplné grafy znaci K,, kde n je pocet vrchold, pro oznaceni
aplnych bipartitnich grafu se pouZziva znaceni K, ,,, kde m a n odpovida poctu vrcholt

jednotlivych ¢asti.

w1 e M e M
o Vo m M we W

Obr. ¢. 2.5 - Priklady dplnych bipartitnich grafh

Piiklad v praxi

Jako ptiklad grafu, ktery musi byt bipartitni, si muzeme predstavit graf
zndzoriujici obsazeni pracovnich mist (obr. €. 2.6). V takovém grafu nikdy nespojime

dvé pracovni mista, ani dva zaméstnance.

16



proda-
wal

Obr. ¢. 2.6 - Ptiklad popisu obsazeni pracovnich mist pomoci bipartitniho grafu

17



Podgraf

Co je podgraf?

Podgraf grafu G je graf H, ktery vznikl odebranim nékterych vrcholi a hran
z puvodniho grafu G.

Pfi odebrani vrcholu je nutné vymazat vSechny hrany vedouci do (z) tohoto
vrcholu. Pokud byly odebrany jen tyto hrany, nazyva se podgraf indukovany. Pokud
byly odebrany i jiné hrany, jde obecné o podgraf.

NA A

puvodni indukovany podgraf
graf podgraf

Obr. ¢. 2.7 - Podgrafy
Definice

Graf H je podgrafem grafu G, jestlize V(H) = V(G) a E(H) = E(G).
Graf H je indukovanym podgrafem grafu G, jestlize V(H) & V(G) a

E(H)=E(G)n [V'ff)}

18



Isomorfismus

Podle definice je graf zaddn svymi vrcholy (mnoZina V) a hranami (mnoZina E).
Pokud ale budeme konkrétni situaci popisovat pomoci grafli, miiZze se nam stat, ze dva
grafy odpovidajici téZe situaci budou mit rizné¢ oznacené nebo umisténé vrcholy.
Napiiklad v dloze o kamarddech z ivodu pouZijeme pro oznaceni vrcholl jednou prvni
pismena kiestnich jmen a podruhé kamarady ocislujeme. Grafy jsou na prvni pohled
ruzné - ale popisuji stejnou situaci (kamaradi jsou stdle ti sami). V takovém piipadé

fikame, Ze dané dva grafy jsou isomorfni.

Obr. ¢. 2.8 - Isomorfni grafy

Zda jsou grafy isomorfni miZeme ovéfit tak, Ze najdeme zpusob, jak by bylo
nutné vrcholy prvniho grafu pfejmenovat, aby odpovidaly vrcholim druhého grafu -
piejmenujeme-li vrcholy A a B na I a 2, musi byt / a 2 spojeny hranou, pokud byly A a
B spojeny hranou (a samoziejmé / a 2 nesmi byt spojeny, pokud A a B nebyly spojeny

hranou).

Takovému "piejmenovani" pak fikdme bijektivni zobrazeni. Bijektivni je
synonymum pro vzdjemné jednoznacné - kazdy vrchol se zobrazuje na prave jeden (dva

puvodni vrcholy se nikdy nezobrazi na jeden novy, ani jeden ptivodni na vic novych).

Ptiklad takového pfejmenovéni pro grafy z obr. 6 by bylo: A—1, H—3, P—4, V2.

19



Definice

Dva grafy G=(V,E) a G'=(V',E') nazyvame isomorfni, jestliZe existuje bijektivni
(vzdjemné jednoznacné) zobrazeni f - V — V'tak, Ze plati:

{xy} SE, pravé kdyz {f(x), f(y)} €E".

Priklad

Ukazme, Ze nésledujici grafy jsou isomorfni:

5
6 i d e f
[ o 4 o] ] O
[ ) 0 o] ]
! &) 3 a b C
z

Obr. €. 2.9 - Isomorfni grafy

Hledanym isomorfismem je napfiklad zobrazeni: a—1, b—3, c—5, d—2, e—4, f—6.

20



Cesta a souvislost v grafu

Cesta
Definice

Cestu v grafu muzeme chapat jako posloupnost vrcholil a hran (v, ey, vi,..., €, Vi),
kde vrcholy vy,..., v¢ jsou navzdjem riizné vrcholy grafu G a pro kazdé i = 1,2,....t je

e = { Vi1, Vi} EE(G)-
Poznamka

Tato definice povoluje i cestu délky O.

Piiklad cesty v grafu

Obr. €. 2.10 — Priklad cesty v grafu (vo, vi, V2, V3, V4)

Souvislost

Nekdy potfebujeme vyjadfit, jestli je graf "jednim celkem" - miZeme-li se dostat
z kazdého vrcholu néjakou cestou do jiného, nebo zda jde o vice na sebe nenavazujicich

¢asti. Proto se zavadi pojem souvislost grafu:
Definice

Rekneme, Ze (neorientovany) graf G je souvisly, jestliZe pro kazdé jeho dva vrcholy

x ayexistuje v G cesta z x do y.

21



Ptiklad souvislého a nesouvislého grafu

souvisly nesouvishy
graf graf
Obr. €. 2.11 - Souvisly a nesouvisly graf

s Mz

Pokud graf neni souvisly, ¢asti, ze kterych se skldda (a které jsou samy o sobé
souvislé), se nazyvaji komponenty souvislosti. Na obr. ¢. 2.11 vpravo by byly

komponentami dva trojihelniky.

22



KruZznice (cyklus) v grafu
Definice

Kruznici (cyklem) v grafu rozumime posloupnost vrcholtl a hran (v, ey, vi,..., €, V¢
= Vo), kde vrcholy vy,..., v¢| jsou navzdjem rtizné vrcholy grafu G a pro kazdé i =

1,2,...,tje e = {Vi-l, Vi} EE(G)

Poznamka
Nejkratsi kruznici je trojihelnik (K3 - Gplny graf se tiemi vrcholy).

PovSimnéte si, Ze definice kruZnice se podobd definici cesty - opét jde o
posloupnost hran a vrchold. Na rozdil od cesty je ale prvni a posledni vrchol
posloupnosti stejny. V cesté ale povolujeme i délku O (prazdnou posloupnost). Kruznice

ma pfitom minimalni délku 3.

Piiklady

Obr. €. 2.12 - Nejkratsi kruznice (trojuhelnik)

2

Obr. ¢. 2.13 - Kruznice v obecném grafu
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Stupné vrcholi / skére grafu

Stupné vrcholt
Definice

Necht’ G je graf, v jeho vrchol. Symbolem deggs(v) ozna¢me pocet hran grafu G

obsahujicich vrhchol v. Cislo degs(v) nazveme stupném vrcholu v v grafu G.

Priklad

Obr. ¢. 2.14 - Priklad stupiii vrcholi v grafu

1

/.

1 0

Obr. ¢. 2.15 - Priklad grafu s vrcholem stupné 0

Skoére grafu
Definice

Ozna¢me vrcholy grafu G vy, v,,...,v, (v libovolné zvoleném potadi). Posloupnost

(degg(vy), degg(v2),..., degg(v,))

nazyvame posloupnost stupi grafu G nebo skére grafu G.

Dv¢ skore povaZzujeme za stejnd, pokud jedno miiZzeme dostat z druhého

prerovninim cCisel (permutaci).
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Priklad

(1,2,2,2,2,2,1)
Obr. €. 2.16 - Priklad skore grafu

Dusledek

Pokud maji dva grafy riizné skore, nejsou isomorfni.

Neplati ale opak tohoto tvrzeni (stejné skore — isomorfni grafy). Piiklad, ktery by
takovéto tvrzeni nesplnil, je na obr. ¢. 14 — zkuste si rozmyslet, pro¢ grafy nejsou

isomorfni, ackoliv maji stejné skore.

(2,2,2,2,2,2) (2,2,2,2,2,2)

Obr. €. 2.17 - Priklad dvou neisomorfnich grafh se stejnym skore
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Matematicka reprezentace grafu

Dosud jsme vSechny grafy popisovali pomoci obrizkid. Casto ale potiebujeme

graf zadat pomoci ¢isel, naptiklad pro vypocty na pocitaci.

Matice sousednosti

Nejtypictéjsim zapisem grafu je pouzitim matice.

Co je to matice?

Matice je matematické schéma, pomoci kterého se zapisuji ¢isla (nebo jiné matematické

objekty) do obdélnikového tvaru.

Matice se pouzivaji v algebfe napt. pro feSeni soustav rovnic. Pro ucely teorie grafii ndm postaci

predstavit si matici jako tabulku ¢isel, kterou uzavieme do zavorek.

1 2 3 4)
5.6 7 8|
9 10 11 12
13 14 15 16)

Obr. ¢. 2.18 - Priklad obecné matice

Casto potiebujeme ¢isla z matice ¢ist (nebo zapisovat) pomoci uréeni pozice prvku dvojici

(tadek, sloupec). Napiiklad na obr. 2.18 by ¢&islo 10 bylo na pozici (3,2).

V této Casti se budeme zabyvat neorientovanymi grafy - zdpis orientovanych

grafil je popsan pozdé&ji v této kapitole.
Postup vytvareni matice sousednosti

e Nejprve si vSechny vrcholy ocislujeme.
e Zarozmér matice musime zvolit pocet vrcholi. Kdybychom méli naptiklad graf
se 4 vrcholy ale matici rozmérti jen 3x3, nemohli bychom zapsat hrany vedouci

do/z ¢tvrtého vrcholu.
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e Pokud vede mezi dvéma vrcholy hrana, zapiSeme do matice na pozici [cislo
jednoho vrcholu, cislo druhého vrcholu] a na pozici [¢islo druhého vrcholu,

c¢islo prvniho vrcholu] ¢islo 1. Jinak zapiSeme 0.
Definice

Necht' G=(V,E) je graf s n vrcholy. Ozna¢me vrcholy vy,...,v, (v néjakém
libovolném pofadi). Matice sousednosti grafu G je Ctvercovd matice A; = (a;);

definovand piedpisem:

{] pro{viVvi} €E

a; =
0 jinak.
Priklad
1 Z ]
QD) ‘0 1] 1) ‘001 1)
. 1/0|/0] 10
3 110/ 0/ 10 0

Obr. €. 2.19 — Graf a jeho matice sousednosti
Poznamka
Pro neorientované grafy plati, Ze jejich matice sousednosti jsou symetrické.

Pokud je graf G tplny, obsahuje matice Ag s vyjimkou hlavni diagondly samé

jednicky.
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Priklady
1
z 3
Obr. €. 2.20 — Graf a jeho matice sousednosti
1 4
z 3

Obr. €. 2.21 — Graf a jeho matice sousednosti

Obr. &. 2.22 — Uplny graf a jeho matice sousednosti
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Jiné moZnosti reprezentace grafu

Kromé& matice sousednosti je mozné pouZit i jiné reprezentace - pokud bude graf
mit hodné vrcholti, které budou spojeny relativné malym poctem hran mezi nimi, je

vyhodnéjsi pouzit napiiklad seznam sousedi ¢i seznam vrcholi se seznamem hran.

¥rcholy:
1,2, 3, 4

Hrany:
1-2,2-3,1-3, 3-4

Obr. ¢. 2.23 - Priklad z4pisu grafu pomoci seznami vrcholll a hran
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Reprezentace grafu v pocitaci

Konkrétni reprezentace grafu se pii préaci na pocitaci Casto 1isi podle vlastnosti
grafu. Napfiklad vime-li, Ze graf bude mit hodné vrcholl a relativné malo hran, miize
byt matice zbyte¢né plytvani paméti pocitate a vyplati se pouZit seznam sousedd.
Specidlni kapitolou jsou také dynamické datové struktury, kde se grafy (jeSté Castéji
piimo stromy) za béhu programu velmi méni a cely graf se mtize nékolikandsobné
zvetSit. Pro pouZzivani takovychto struktur je ale tieba velmi dobie ovladat praci

s paméti (s ukazateli, ptikazy jako new (Pascal) ¢i malloc (C)).

Graf reprezentovany matici

Ptiklad popisuje graf reprezentovany matici sousednosti. Jde o jednoduchy
neorientovany graf bez jakékoliv metriky. Programovaci jazyk (prostiedi): Pascal
(Turbo Pascal 7).

Program pifimo Zz4adny algoritmus nepocitd, pouze ukazuje praci s grafem

(pfidéani hrany, odebrani...).

Ukazky programu

Edit Search Run Options Window
MATICE.PAS

for j:=1 to velikost_matice do
begin
write(maticeli.jl>;
end;
writeln;
end;
writeln{’——>KONEC MATICE———>"»;
writeln;
end;

hegin
{samotny programr
vycistiMatici{Maticel);
vypisMatici{Maticell;

{zadani nekolika testovacich hranZ
zade jHranu<l .2 Maticel?;
zade jHranud{2,.3 . Maticell;
zade jHranud2, 4 . Maticel;

Obr. €. 2.24 - Turbo Pascal 7 (programovaci prostiedi, obrazek upraven pro tisk)
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[E% Turbo Pascal 7.0 -

urbho Pascal Version 7.8 Copyright <c» 1783.92 Borland International
atice:

[5]5]5]515]5]515] ]

AAARAAAAA

J5]5]5]5]5]5]5]5) ]

ARAAAAAAA

ARAAAAARA

ARAAAAAAA

AAAAAAAAA

[5]5]5]515]5]515) ]

[5]5]5]515]5]515) ]

15151515155 ]515] ]

—>»KONEC MATICE——>

atice:
1888888BA
A11068000
1800680060
18008008H
HEAAAAREAE
HEAAAAREAE
HEARAAREAE
ABABRAREA
|afa]5]o15]5]6]6]5]
a]al5]51515]5 ][5 ]
——>»KONEC MATICE——>

Obr. €. 2.25 - Turbo Pascal 7 (beh programu, obrazek upraven pro tisk)

Poznamky pro programatory

e Pro matici je pouzito dvourozmérné pole (typ typ_matice).

e Rozméry matice jsou urcené konstantou velikost_matice. Takovéto vyuZiti pole
o dopfedu naalokované paméti brani zvétSovani grafu (pfidavani novych
vrcholll) - oproti dynamickym datovym strukturdm.

e Matice se pieddva procedurdm odkazem (nikoliv hodnotou) - matice je tak
globdlni proménnou, do které procedury zasahuji a upravuji ji.

e Zaznamendni hrany i odebrani hrany je jednoduché - pouze se zméni ¢islo na

soutadnici ur¢ené poradovymi ¢isly vrcholi.

Kdéd programu

program GRAFMATICEL;

const
velikost_matice = 10;
type
typ_matice = arrayl[l..velikost_matice,l..velikost_matice] of integer;
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var

maticel: typ_matice;

procedure vycistiMatici (var matice:typ_matice);
var
i, j: integer;
begin
for i:=1 to velikost_matice do
begin
for j:= 1 to velikost_matice do
begin
matice[i,Jl:= 0;
end;
end;

end;

procedure zadejHranu(odkud: integer; kam: integer; var matice:typ_matice);

begin

matice[odkud, kam] :

I Il
=
~ =

matice[kam, odkud] :

end;

procedure odeberHranu(odkud: integer; kam: integer; var matice:typ_matice);

begin

matice[odkud, kam] :

Il I
o o
~ o~

matice[kam, odkud] :

end;

function jeHrana(odkud: integer; kam: integer; var matice:typ_matice)

begin
if (matice[odkud,kam] = 1) then jeHrana:=true else
jeHrana:=false;
end;

procedure vypisMatici(var matice:typ_matice);
var

i,j: integer;
begin

writeln('Matice:"'");

for i:=1 to velikost_matice do

begin

for j:= 1 to velikost_matice do

begin
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write (matice[i, j]);
end;
writeln;
end;
writeln('-——>KONEC MATICE-—-—->"');
writeln;

end;

begin
{samotny program}
vycistiMatici (Maticel);

vypisMatici (Maticel);

{zadani nekolika testovacich hran}
zadejHranu(l, 2,Maticel);
zadejHranu (2, 3,Maticel);

zadejHranu (2, 4,Maticel);

vypisMatici (Maticel);

readln;

end.

33



Orientované grafy

Zatim jsme pouZzivali pouze tzv. neorientované grafy - Pokud vedla hrana
z vrcholu A do vrcholu B, vedla hrana také z B do A (nerozliSovali jsme smér hrany). Pii
popisu redlnych situaci pomoci grafli se ndm casto miiZe stit, Ze hrana vede pouze
jednim smérem - napf. u silni¢ni sit€¢ by takovy stav nastal u jednosmérné silnice.

Z takovych diivodt zavadime tzv. orientované grafy.

Obr. €. 2.26 - Priklad orientovaného grafu

Definice

Orientovany graf G je dvojice (V,E), kde E je podmnozina kartézského soucinu
V x V. Prvky E nazyvame Sipky nebo orientované hrany. Orientovana hrana e ma

tvar (x, y). Rikdme, Ze tato orientovand hrana vychézi z x a kon¢i v y.

Reprezentace pomoci matice sousednosti

Pokud pro reprezentaci grafu pouzijeme matici sousednosti, bude situace velmi
podobna jako u neorientovanych grafi. Musime si ov§em u soufadnic prvku uvédomit,
Ze prvni Cislo znamena odkud a druhé kam hrana vede. Pfestava totiz platit, Ze hodnota
prvku na soufadnicich napft. (1,2) je stejnd jako hodnota prvku na pozici (2,1). Proto

také matice sousednosti orientovaného grafu neni nutn¢ symetricka.

NI (0 |1]1}
00 0]
o 00 0)

Obr. ¢. 2.27 - Reprezentace orientovaného grafu pomoci matice sousednosti
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Vzdalenost / metrika

Ohodnoceni hran

Jiz v tvodu k teorii graf (Kapitola 1) jsme ukazali, Ze hrany k sobé mohou mit
piifazené Cislo, které si lze piedstavit jako vzddlenost mezi mésty nebo napf. cenu,

kterou musime zaplatit za prichod hranou. Rikdme, Ze graf ma ohodnocené hrany.

Kladno

Obr. €. 2.28 - Zn4zornéni vzdalenosti mezi mésty pomoci grafu

Definice ohodnoceni

s ws

Funkci, kterd k hrandm pfiradi ¢isla (budeme pro jednoduchost pracovat s kladnymi

redlnymi ¢isly) nazveme ohodnocenim hran a oznac¢ime ji w.

w: E(G) — (0, +00)
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Grafova vzdalenost / metrika

Uvod

Pokud mame ohodnocené hrany, jsme schopni fict, jakd je vzdalenost mezi
kazdymi dvéma mésty (reprezentovanymi vrcholy). (Musime se ov§em umét z kazdého
mésta dostat do jiného (napft. cestou pies n¢jaké tieti) - graf musi byt souvisly.) Funkci,

kterd nam dosadi k vrcholim nejkratsi vzdalenosti, nazveme metrika.

Definice vzdélenosti v grafu

Necht G = (V,E) je souvisly graf. Pro vrcholy v, v’ definujme ¢islo dg(v,v') jako
délku nejkratsi cesty z v do v' v grafu G. Cislo dg(v,v') se nazyva vzdalenost

vrcholi v av' v grafu G.

Vlastnosti metriky

Funkce dg: V x V — R, kterou nazyvame metrika grafu G, ma nasledujici vlastnosti:

e dg(v,v") =0 pro kazdou dvojici v, v'
e dg(v,v') =0 prave tehdy, kdyZ v = v’ pro kazdou dvojici v, v'
e dg(v,v) =dgs(v',v) pro kazdou dvojici v, v'

o do(v,v'") =ds(v,v) +ds(v',v") pro kazdou trojici v, v', v"

Posledni vlastnost je tzv. trojihelnikova nerovnost - fika nam, Ze jsme v grafu
ziskali vzdy nejkratsi vzdalenosti - pokud bychom se pokusili jit z mésta (vrcholu) v do
v"" pres v', bude cesta stejné dlouhd nebo delSi (— v tabulce metriky zndme nejkratsi

cesty).
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Piiklad metriky

Pro ukédzkovy graf (Obr. €. 2.28) by vysledek metriky vypadal ndsledovné:

- Most||Kladno||Prahal|Kolin

Most |0 63 9 |[157

Kladno||63 |0 33 |[102

Praha |96 |[[33 0 69

Kolin ({157 ({102 69 |0

Poznamka

Vsimnéte si, Ze grafova vzdalenost vysla mens$i neZz standardni (piimd)
vzdalenost - algoritmus pro hledani nejkrats$i cesty sdim spravné spocital, Ze napt. cesta
z Kladna do Kolina nemusi méfit 111km, ale 102km (33+69), pokud by cesta vedla ptes
Prahu.

Vice informaci o algoritmu pro hleddni nejkratsi cesty naleznete v kapitole 3.
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Stromy

Definice

Strom je souvisly graf neobsahujici kruZnici.

Z definice stromu vyplyva, Ze mezi kazdymi dvéma vrcholy existuje pravé jedna
cesta (alesponi jedna cesta, protozZe je souvisly; nemtiZe nastat situace vice cest, protoze

diky neexistenci kruZnice neni mozné zvolit "objizd’ku").

A~ 3

Obr. ¢. 2.29 - Priklady stromil

Eulertiv vzorec (pro stromy)

Pro stromy také plati ndsledujici vztah mezi poCty hran a vrcholi:
IVI=I1El+ 1

VyuZiti stromi v informatice

Stromy se Casto vyuzivaji pro ukladani dat (typicky Cisel) v informatice jako tzv.

datovd struktura (zjednodusen¢ zptisob uloZeni dat).

Takovou typickou datovou strukturou je binarni vyhledavaci strom.
Jde o strom, kde z kazdého vrcholu vedou nanejvys ti1 hrany (jedna "seshora" - fikdme
od "otce" - a maximdlné dvé "dold" - k dvéma "syntim") a kde pro kazdy prvek plati, Ze
jeho levy syn je mensi nebo roven otci, pravy syn vétsi. Pojmy levy a pravy zde jsou
jednoznac¢né, musi byt splnéna podminka, Ze smérem vlevo doli je ¢islo mensi nebo

rovno otci, smérem vpravo je ¢islo vEtsi.

Dtivodem, pro¢ se takové struktury pouZivaji, je napi. rychlejsi nalezeni prvku,

nez kdyby byly vSechny prvky "za sebou" (v poli, spojovém seznamu).
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V tomto typu tuloh se nepouZivd matice sousednosti, ale dynamické datové
struktury (ukazatelé + malloc (C), ukazatelé + new (Pascal)) - nechceme uklddat graf

pomoci ¢isel, ale naopak ¢isla pomoci grafu.

Obr. €. 2.30 - Bindrni vyhleddvaci strom

Pro vice informaci hledejte...

Pii $patném pouziti binarniho vyhleddvaciho stromu miZe nastat situace, Ze z kazdého vrcholu
pUjde smérem dold pouze jedna hrana s vy$sim prvkem - tim by se ztracela vyhoda rychlého
nalezeni prvku. Z tohoto diivodu se zavadéji vylepseni bindrniho vyhleddvaciho stromu, ktera se

sama staraji o tzv. vyvazovani. Takovymi strukturami jsou napf. AVL stromy (viz [11]).
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Kostra grafu

Uvod
Kostrou grafu budeme rozumét libovolny podgraf, ktery hranami spojuje
vSechny vrcholy piivodniho grafu a zdrovei sdm neobsahuje Zadnou kruZnici (— jde o

strom).

Definice kostry

‘ Necht' G = (V,E) je graf. Libovolny strom (V,E"), kde E’ S E, nazveme Kostrou

‘ grafu.

Priklady

Pokud piivodni graf (graf, ke kterému hleddime kostru) obsahuje kruZnici, pak

mame vice moznosti, jak kostru zvolit.

Obr. ¢. 2.31 - Priklad riznych koster stejného grafu
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3. Vybrané problémy

Hledéni nejkratsi cesty v grafu

Uvod
Hledani nejkratsi cesty je jednim ze zakladnich problémi teorie graf -

podobné algoritmy se pouzivaji napt. v planovacich tras v GPS nebo v jizdnich fadech.

M¢jme souvisly graf s metrikou. Tim jsme ziskali "mapu" (vime, odkud a kam

vedou silnice a jak jsou dlouhé) - jediné informace, které algoritmus potiebuje.

Floyd-Warshallliv algoritmus

Jednim z algoritm@i pro hleddni nejkratsi cesty je Floyd-Warshalliv

algoritmus. Jeho vyhodou je velmi snadné pouziti.

Princip algoritmu

Algoritmus postupné projde vSechy moZnosti cest mezi kazdymi dvéma mésty a

pokud zjisti, Ze cesta pies tieti mesto by byla kratsi, pouzije ji.

Vzdalenost(A,B) = min(Vzdalenost(A,B), Vzdalenost(A,C)+Vzdalenost(C,B)).

UziteCnou vlastnosti tohoto algoritmu je také, Ze najde vzdédlenost mezi kazdymi

dvéma mésty (i pokud mezi nimi ptivodné nevedla pifim4 silnice).

Implementace

Podobné jako u matice sousednosti v pocitaci pouzijeme dvourozmérné pole.
Mezi mésty, kterd nejsou spojena silnici, je pouZita vysokd konstanta predstavujici
nekonecno (v konkrétnim piipadé 999, konstanta musi byt dostatecné vysoké cislo,
Casto se pouziva soucet délek silnic + 1); mezi mésty, kterd silnici spojeny nejsou, bude

v matici (poli) uloZend délka cesty.

Samotny algoritmus je vlastné uZziti standardni funkce minimum ze dvou Cisel

spusténé ve trech for cyklech v sobé.
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ReSeni ve formé programu

procedure nejkratsiCesta(var matice:typ_matice);
{ Samotne hledani nejkratsi cesty }
var
i, j, k: integer;
{pomocne promenne}
begin
for i:=1 to velikost_matice do
begin
for j:=1 to velikost_matice do
begin
for k:=1 to velikost_matice do
begin
matice[i, j]:= minimum(matice([i, j], (matice[i,k] + maticelk,j]));
end; { k }
end; { Jj }
end; { i }

end;

Nevyhody

Velkym problémem tohoto algoritmu je ovSem jeho vypocetni sloZitost - s tim,
jak roste pocet vrcholl, mezi kterymi nejkrat$i vzdalenost pocitime, roste pocet krokil

algoritmu podobné rychle jako graf funkce y = x°.

Pro vice informacfi hledejte...

Jednim z 1épe pouzitelnych algoritmi je Dijkstriav algoritmus. Dosahuje rychlejsiho vypoctu,

samotnd implementace je ov§em naro¢néjsi nez u Floyd-Warshallova algoritmu.

Vypocetni naro¢nost algoritmi podle velikosti vstupnich dat se v informatice zkouma pomoci

tzv. (¢asové) slozitosti algoritmu (viz [9]).
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Hledani minimalni kostry v grafu

Uvod

Uloha hleddni minimélni kostry ndm popisuje, jak mame spojit v§echny vrcholy
grafu "co nejlevnéji" - hranami s nejnizsi vdhou (ohodnocenim). Praktickym vyuZitim
mohou byt napfiklad rozvody elektfiny mezi mésty - jak propojit mesta co nejmensi

délkou elektrického vedeni.

Definice minimalni kostry

Hleddni minimdlni kostry md smysl u ohodnocenych grafti. Podobné jako u

vzdalenosti si zavedeme funkci w, kterd hrandm pfitadi ¢islo - tzv. vdahu.

Zadani problému pak mizeme matematicky zapsat takto:

Pro souvisly graf G = (V,E) s nezapornym ohodnocenim hran w najdéte souvisly
podgraf (V,E") takovy, Ze vyraz:
w(E")=> w(e)
c=E

nabyva minimalni hodnoty.

Kruskaltv algoritmus

Kruskaltv algoritmus je jednim z algoritmt pro hledani minimalni kostry grafu.
Pracuje na principu spojovéani hran s nejmensim ohodnocenim, dokud tyto hrany nespoji
vrcholy celého grafu. Diky jeho snadnému postupu jej 1ze snadno pouZit i bez pocitace
pfi "ruénim vypoctu" — v ¢asti vénované procvicovani (kapitola 4) si muiZete zkusit

nckteré tlohy vyfesit sami za pouziti zvyrazinovace.

Popis Kruskalova algoritmu

e VSechny hrany si sefadime podle velikosti (vzestupné - od hrany s nejmensi
vahou).

e Hranu s nejmensi vdhou pouzijeme jako prvni hranu kostry.

e Pokud jsme tim uz vytvofili kostru (graf mél jen dva vrcholy), konc¢ime.
V opacném piipad¢ vezmeme hranu s druhou nejmensi vdhou a ptidame ji do
kostry.

POZOR! Pokud by nam v grafu vznikla kruZnice, hranu nepouzijeme.
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e Opakujeme minuly krok, dokud vznikajici kostra nespoji vSechny vrcholy grafu.
Kruskaltiv algoritmus matematicky

Je déan souvisly graf G = (V,E) s n vrcholy, m hranami a s ohodnocenim w.

Oc¢islujme hrany e, ey,...,e,, tak, aby:
wig)=wle,)=...2w(e,)
Nyni budeme postupné konstruovat mnoziny hran Ey, E;, E,,... =E.

PoloZzme Ej = ﬁ

Byla-li jiZ nalezena mnoZina E; ;, uréime mnoZinu E; nasledovné:

E_ ufe} neobsahuje-li graf (V, E_, v {e,}) kruznici

E._, jinak.

Algoritmus se zastavi, jestlize bud’ E; jiZ obsahuje n-/ hran, nebo i = m, tj. probraly
se vSechny hrany grafu G. Necht’ E;, zna¢i mnoznu, pro niZ se algoritmus zastavil, a

necht’ 7 znaci graf (V,E,). T je pak hledanou minimalni kostrou.

Kruskaliv algoritmus je tzv. hladovy.

Co jsou hladové algoritmy?

Za hladové algoritmy jsou oznacované takové algoritmy, které vZdy voli v danou chvili
nejvyhodnéjsi volbu (aniZ by se snaZily "myslet do budoucnosti").

Anglicky jsou oznacovany greedy search (greedy = chamtivy).

Priklad Spatného uZiti podobného principu by bylo napt. pfi hrani Sachti - podobnym postupem
by hra¢ téméf jist€ prohrdl. Naopak u nékterych uloh (zminiované hleddni minimalni kostry)

funguje takovy algoritmus tspésné.
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Animace €. 1

(celd animace je zobrazena krok po kroku na pfiloZzeném CD)

Krok 174
4
1 . 1
2
Krok 274
4
1 . 1
2

Hrary s whou 1 jsou nejmen®i, kostra zafne wznikat = nich.

Krok 374

Hrary s vahou 1 jsou nejmensi, kostra zafne wznikat = nich.
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Krok 474

Masleduje hrana s vahou 2. Kostra spojila vEechny vrcholy - konec,
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Animace €. 4

(pro uvedenti slozitéjSiho prikladu i v tiSténé verzi)

Krok 17

Krok 2/7

Krok 37
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Krok 47

Krok 5f7

Krok ©f7
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Krok 77

Isou pospojovany wEechmy vrchohy grafu - konec.

Animace ¢. 2 a 3

(celé animace jsou zobrazeny krok po kroku na pfiloZzeném CD)

Krok 15

Krok 175
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Pocty koster grafu

s vz

Pro pocet koster grafu neplati Zadné jednoduché univerzélni pravidlo - vétSinou
si  musime vSechny moZnosti predstavit podobné jako obdobné piiklady

v kombinatorice.

Plati vSak n€kolik specidlnich pravidel podle toho, o jaky graf se jedna:

Pocty koster iplného grafu (Cayleyho formule)

Pomoci Cayleyho formule miZeme urcit pocet stromi na danych n vrcholech - tedy

pocet koster tiplného grafu.
Pro kazdé n >3 je podet stromil na danych n vrcholech roven n">.

Pocty koster kruznice

Pokud je graf kruZnici, je pocet koster grafu roven V1 (IVl = |El, miiZeme vynechat
vzdy pravée jednu hranu).
¥ ¥ i

Vi Vi

L

L3 L3 L3
V4 Wy V4
Obr. ¢. 3.1 - Priklad riznych koster kruznice

Pocty koster stromu

Pokud je graf stromem, ma prave jednu kostru (samotny graf je kostrou).

Priklad

Budeme-li chtit zjistit, kolik rGznych koster mé nédsledujici graf (obr. €. 3.2), mizeme si
ho rozdélit na jednotlivé podgrafy a vysledek pak ziskdme vyndsobenim poctit koster

jednotlivych podgrafli (kombinatorické pravidlo soucinu).
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3 moZnosti 1 3 moZnosti
vyhéru moZnost viyhéru
kostry kostry

Obr. €. 3.2 - Piiklad vypoctu poctu koster pomoci podgraf

Na obr. ¢. 3.2 mame u prvniho podgrafu (podgrafy jsou oddéleny prerusovanymi
Carami) 3 moZnosti, jak zvolit kostru (jde o kruznici). V druhém podgrafu je po pouze
jedna mozZnost vybéru hrany (pokud bychom tuto jedinou hranu nevybrali, graf by
ptestal byt souvislym a tim by porusSil definici kostry). V tfetim podgrafu médme opét 3

moznosti.

Vysledkem je tedy soucin 3x1x3 = 9 — mame 9 riiznych koster grafu.

LA
199
CAJ

Obr. €. 3.3 - VSech riizné kostry daného grafu

Ulohy na hleddni po¢tu moznych koster grafu naleznete v kapitole 4.



Alkany

Uvod
Pomoci grafii mizeme také popisovat chemické slouCeniny. Za vrcholy grafu

pouzijeme jednotlivé atomy, hrana bude zndzornovat chemickou vazbu mezi nimi. (Pro

zndzornéni problematiky ndm postaci uvazovat pouze jednoduchou vazbu.)

Na nésledujicim piikladu si 1ze pomoci teorie grafti ukdzat, pro¢ strukturni vzroce

alkant jsou stromy.

Alkany: CnH2n+2

o

methan ethan
CHy CyHg

Obr. ¢. 3.4 - Priklady dvou nejjednodusich alkant (methan, ethan)

Co jsou alkany?

Alkany jsou uhlovodiky neobsahujici Zddné ndsobné vazby mezi svymi molekulami. Obsahuje-
li molekula vice nezZ ¢tyfi atomy uhliku, miiZe vznikat vice izomeri (molekul se stejnym

souhrnnym vzorcem, ale riznymi strukturnimi vzorci).

Postup

e Molekuly alkanti tvoii stromy (jsou souvislé a neobsahuji cyklus).
e Pro kazdy strom plati Eulertiv vzorec: VI = |El + 1

e Nyni ovéfime, Ze graf popisujici alkan se vzorcem C,H>,,, je stromem.
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Molekuly vodiku a uhliku zndzoriiujeme jako vrcholy, tzn. [IVI=n+ 2n +2) =
3n + 2.

|El je rovno poctu vazeb. Z kazdé molekuly uhliku vychézeji 4 vazby (tj. celkem
4n hran) a z kazdé molekuly vodiku vychazi jedna hrana (tj. celkem 2n+2 hran).
Timto postupem jsme kazdou vazbu zapocetli dvakrat, proto musime vysledek
vydélit dvéma:

_4n+(2n+2) 6n+2
2

F Fe

| E| =3n+1

Ukazali jsme, Ze alkany splituji Eulertiv vzorec , tedy jejich vzorce miiZeme

v teorii grafii povazovat za stromy.
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Jednotazky (eulerovské grafy)

Uvod
Kresleni grafii jednim tahem je jednou ze zdkladnich dloh teorie grafi - viz

Eulerova tloha o prochdzeni po mostech. Pro zjednoduseni si tlohu predvedeme na

neorientovanych grafech, podobny problém lze fesit i na orientovanych grafech.

Zadani

Nakreslete dany graf G = (V,E) jednim uzavienym tahem bez zvednuti tuzky papiru

(Z4dna hrana se neobtahuje dvakrét). Tento tah zac¢ind 1 kon¢i ve stejném vrcholu.

Animace
(cela animace je zobrazena krok po kroku na ptilozeném CD)

Krok 1711

Krok 2711

) START
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Krok 3711

e}

@] i j START

o

Krok 411

s}

: : : : START

s}

Krok 5711

o]

D START

o

ﬁ START

o

Krok 6711
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Krok 7f11

START

Krok 8711

START

Krok 9711

START
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Krok 10/11

START

Krok 11711

START
= KORED

Poznamka

Nalezeny tah neni jediny mozny. Tah mtZe zacinat (resp. koncit) v libovolném

vrcholu.

Navod

Graf G je eulerovsky, pravé kdyz je souvisly a kazdy vrchol G mé sudy stupen.

Eulerova dloha Sedm mosti Konigsbergu

Predchozi véta také vysvétluje, pro€ je tloha Sedmi mosti mésta Konigsbergu
(viz historie teorie grafil, kapitola 1) nefeSitelna - ackoliv je graf souvisly, neplati, Ze by

vSechny vrcholy mély sudy stupen (naopak vSechny maji lichy stupen).
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Obr. €. 3.5 - Pro€ nelze vyfesit lohu Sedmi mostl mésta Konigsbergu?

Oteviené tahy

V literatufe také miZeme najit termin otevieny eulerovsky tah - je definovan

stejné jako tah uzavieny, pouze se nevraci do piivodniho bodu, kde zacal.

‘ Jsou-li v grafu pravé dva vrcholy lichého stupné, pak existuje otevieny eulerovsky

‘ tah zacinajici v jednom z téchto vrcholli a kon¢ici v druhém. [3]

Obr. €. 3.6 — Otevieny eulerovsky tah
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Barveni mapy

Uvod
Pomoci teorie grafii 1ze dokdzat, Ze pro obarveni libovolné mapy tak, aby dvé

sousedni zem¢ nebyly obarveny stejnou barvou, ndm postaci ¢tyfi barvy.

Ptiklad mapy obarvené Ctyfmi barvami

Obr. €. 3.7 - Politickd mapa obarvend ¢tyimi barvami (viz [8])

Spojitost s teorii grafh

Pro feSeni tohoto problému pouZijeme podobny princip jako u Eulerovy dlohy -
kazdy stat si pfedstavime jako vrchol grafu a hranou spojime staty, které spolu sousedi.

Misto obarveni si také mizeme predstavit dosazovani Cisel k vrcholim. Diky tomu lze

také formulovat problém matematicky (ndsleduje).
Poznédmka

Barveni grafu se te$i pro souvislé grafy, proto jsme z mapy vymazali ostrovy

(napf. Velkou Britdnii).
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2

Obr. €. 3.8 - Spojitost mezi barvenim mapy a grafem, ktery této map¢ odpovida
Zadéani matematicky
Necht G = (V,E) je graf, k ptirozené ¢islo. Zobrazeni b: V — {1,2,....k} nazveme

obarvenim grafu G pomoci k barev, pokud pro kazdou hranu {x,y} SF plati b(x)

b(y).

Poznamka

Nékdy mize nastat situace, Ze staty sousedi jednim bodem. V takovém piipadé

neni nutné, aby mély vSechny staty riizné barvy - vZzdy pouze po dvou, sdili-li delsi

hranici.

Obr. ¢. 3.9 - Staty sousedici jednim bodem

Proc€ Ctyfi barvy?

Nejprve se podivejme, pro¢ potiebujeme nejméné 4 barvy:

e M¢jme 1 barvu: Ulohu bychom nemohli vyfesit. Maji-li mit sousednf stéty
rozdilné barvy, nemohli bychom obarvit ani dva sousedy (napt. CR a SR).

e M¢éjme 2 barvy: Podobni situace - dejme CR prvni barvu, SR i Némécku
druhou. Polsko oviem sousedi i s CR (barva 1), SR (barva 2) i Némé&ckem

(barva 2). Proto potfebujeme tteti barvu.
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¢ Méjme 3 barvy: Na obrazku ¢. 3.10 vidime, Ze pro Ukrajinu (oznacena
otaznikem) se ndm opét nedostdva barev - mame jiZ obarvené tfi sousedy (kazdy

mad jinou barvu) - znovu potfebujeme dalsi, ¢tvrtou barvu.

Pro¢ ndm Ctyfi barvy uZ staci? - viz rdmecek Diikaz....

Obr. &. 3.10 - Pro¢ potiebujeme pti barveni mapy Ctyfi barvy?

Animace

(celd animace je zobrazena krok po kroku na pfilozeném CD)

Krok 1710

PouZijerne 4 barwy,
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Krok 2710

Meni dille#ité, kde zadnerme
tapu obarvovat. Zafnerme
tedy napf. CR a pfifadime
prvni barvu,

PouZivané barwy

Krok 3710

Sousedim pFifadime
druhou barvu. Tito
sousedé oviem nesmi
sousedit spolu (Mémecko a
SR

PouZivané barwy:

Krok 4710

Obdobné dalsi sousedé
(Polsko a Rakouskao).

PauZivané barwy:
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Krok 5/10

Masleduje pfipad, kdy
potfebujeme Etirtau barvu
(Ukrajina).

PauZivané barwy:

Krok 6/10

A stejniym principerm
postupujeme do wharveni
celé mapy.

PouZivané barwy:

Krok 10/10

Celd mapaje obarvena -
KOMEC.

PouZivané barwy:
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Diikaz, Ze pro obaveni mapy stadi ¢tyfi barvy

Dokézat, Ze pro obarveni libovolné mapy staci Ctyfi barvy, je matematicky pomérné naro¢ny.

Problém byl vyfeSen v 70. letech 20. stoleti, pfi¢emz velka ¢4st problému byla dokdzdna pomoci

pocitace - viz [12] a [13].

Dtikaz jednodussiho tvrzeni (pro obarveni staci 5 barev) miZete najit v knize [1], str. 214.

Praktické vyuziti

Podobny problém (na sloZit€jsi drovni) se feSi v mobilnich sitich. Oblast je
rozdélena na mnoho malych buiiek, ve kterych telefony komunikuji se zdkladnovymi
stanicemi na urCité frekvenci. Snahou operatorii je vyuZit co nejmensi pocet frekvenci
(odpovidajici co nejmenSimu poctu barev) a pfitom respektovat nutnou podminku, Ze
sousedni bunky nemohou byt nastaveny na stejnou frekvenci (coZz by odpovidalo

obarveni sousednich statii stejnou barvou).
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4. Procvicovani

(Reseni viech tloh je uvedeno na konci kapitoly.)
Zéakladni pojmy

1. Je nasledujici graf tplny?

>

2. Je nésledujici graf uplny?

X

3. Je nésledujici graf bipartitni?

4. Je nasledujici graf bipartitni?

X

5. Obsahuje graf cyklus?
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6. Obsahuje graf cyklus?

7. Je graf souvisly?

8. Je graf souvisly?

VANWAN

9. Je graf souvisly?

10. Jak bude vypadat matice sousednosti grafu?
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Minimalni kostra

Naleznéte minimdlni kostry grafi:
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PocCty koster
Urcete pocty vSech moznych koster nédsledujicich grafi:

1.
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Jednotazky
Nakreslete graf jednim uzavienym tahem nebo zdivodnéte, pro¢ to neni mozné:

1.

71



72



o

73




Barveni mapy

1. Vybarvéte mapu 71 pomoci Ctyft barev:

2. Vybarvéte mapu pomoci tif barev:
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Uloha s kamarady

Uloha z matematické olympiddy [3]

Ve skupiné Sesti lidi existuje prav€é 11 dvojic zndmych. Vztah "znat se" je
vzajemny, tzn. jestlize osoba A zné osobu B, pak B znd A. Pokud se kdokoliv ze skupiny
dozvi néjakou zpravu, fekne ji vSem svym zndmym. Dokazte, Ze se timto zplisobem

zpravu dozvi nakonec vSichni.

Népovéda:

Kamarddy si zakreslete jako vrcholy, vztah "znat se" pouZijte pro hrany a

vyuzijte vlastnosti dplnych grafi.
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Reseni uloh

Zéakladni pojmy
1. ANO

2.NE

3.NE

4. ANO

5. NE, je to strom.
6. ANO

7. ANO

8. NE

9.NE

10. Matice:
01 1 1)
1 00 1
1 0 0 li
11 10)

Minimalni kostra

1.
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Pocty koster
1.

I3H1IX4=12

s3x1=125

444K 4=256
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Jednotazky
1.

Wrcholy s lichym stupnEm.

Graf neni souwishy,
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Barveni mapy

1. Jedno z moZnych feSeni:

2. Jedno z moZnych feSeni:
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Kamaradi

Kamarady (zndmé) si zakreslime jako graf o Sesti vrcholech. Graf bude
neorientovany.
Predstavme si situaci, Ze se znd kazdy s kazdym - ptjde o dplny graf o 15

vrcholech (staci dosadit do vzorce pro vypocet poctu hran v uplném grafu).

Ke

Ke - uplny graf na Sesti vrcholech

Ze zadani vime, Ze hran v grafu bude 11, tzn. z grafu 4 hrany odebereme. Kazdy
vrchol je ale spojen s ostatnimi 5 vrcholy, takze i pokud odebereme 4 hrany jednomu

vrcholu, graf stdle zlistane souvisly (— kazda zprdva se dostane ke vSem kamradiim).
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Zavér
Hlavnim cilem priace bylo vytvofit webové stranky, na kterych si studenti

sttednich $kol (a pfipadni jini zdjemci) osvoji zdkladni pojmy teorie grafii a kde se

sezndmi s riznymi moZnostmi praktického vyuziti této ¢asti matematiky.

V soucasnych ucebnicich matematiky pro stiedni Skoly tato partie zcela chybi,
proto je prace vhodnd pro zdjemce na semindfich, dcastniky korespondenc¢nich kurzi a

feSitele Matematické olympiady.

Pifinosem webovych strdnek na pfilozeném CD je, Ze pfi tvorbé stranek byl
kladen velky diraz na provdzani informaci, takze po prvotnim sezndmeni
s problematikou neni bezpodminecn¢ nutné ¢ist latku od zacatku do konce, ale je mozné
mezi kapitolami pifeskakovat podle potieby diky hypertextovym odkaziim, a tak

Vv s

napiiklad rychle najit vysvétleni pojmu pouZzitého v pozdé&jsi definici apod.

Dalsi vyhodou je mald ndro¢nost na vybaveni pocitace uzivatele (stac¢i zdkladni
internetovy prohlize¢, do kterého neni nutné instalovat rozSifujici software, napf.

pluginy pro Javu ¢i Flash).

Webové stranky jsou napsany v XHTML s pouZitim kaskddovych styli a

skriptovaciho jazyka PHP na stran¢ serveru (pro vloZeni menu ¢i ovladani animaci).

Animace jsou feSené prepindnim obrazkl (jazyk JavaScript) a vSechny obrazky
grafi (vyjma map, u kterych jsou uvedeny citace) byly nakresleny v programu

Macromedia Fireworks.

Vytvotené stranky dopliuji jiné stfedoskolské internetové ucebnice umisténé na
strankdch Katedry didaktiky matematiky MFF UK [11] v rdmci aplikaci informac¢nich
technologii ve vyuce; vzhledem k tomu, Ze v piipad¢ teorie grafl jde o rozsitujici ucivo
nad rdémec standardni vyuky na SS, byl zvolen vlastni zptisob ovlddani animaci, pro
graficky design odlisSny od citovanych praci, diky cemuz doslo k lepsi optimalizaci pro

tisk.
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